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URCITY INTEGRAL

Motivace:

Pomoci uréitého integralu mizeme vypocitat:
> Obsah rovinného obrazce.
> Objem rota¢niho télesa.
> Délku rovinné kfivky.
DalSi vyuziti ur€itého integralu: ve fyzice, chemii, ekonomii ...

Historicka poznamka:

» Definici urcitého integralu poprvé podal Gottfried Wilhelm Leibniz roku 1675.
» Leibniz také zavedl oznaceni integralu.
» K podobnym zavérim doSel i Isaac Newton, ale za svého Zivota o tom nic neuverejnil.
» Vztahem urcitého integralu a primitivni funkce se zabyval i Leonard Euler (18. stoleti), z ¢eskych
matematik( Matyas Lerch a Karel Petr (konec 19. a zacatek 20. stoleti).
Teorie:

b
» Urgity integral oznacujeme znakem j f(X)jX.
a

Cislo a je dolni integra éni mez, &islo b je horni integra éni mez.
Interval (@,b) je integra¢ni interval.
Funkce f(x) je integrovana funkce nebo-li integrand .

> Pro vypocet urcitych integralt pouzivame Newton — Leibnizovu v étu:
Necht funkce f (x) je spojita v intervalu (@,b) a ma v intervalu (a,b) primitivni funkci F(x) spojitou

vintervalu (a,b) . Pak existuje urgity integral funkce f(x) od a do b, pro néz plati:
b

J £ (Xx =[F(x)]c = F(b) - F(a)

a

Vypocet urcitého integralu se takto pfevadi na ur€eni primitivni funkce, do niz se za proménnou
dosadi postupné horni a dolni mez integrélu a vysledné hodnoty se v uvedeném pofadi odectou.

b
» Existuje-li NewtonQv urcity integral J. f (X)dX, fikame, Ze funkce f je integrovatelna.
a

» Je tfeba si uvédomit, Ze ur €ity integral je €islo (na rozdil od neur¢itého integrélu, ktery
predstavuje mnozinu primitivnich funkci).

Vlastnosti ur ¢itého integralu:

> j f(x)dx =0

» Vyménou integracnich mezi zméni urcity integral znaménko:
b a
[ f(9dx = F(b) - F(a) = -[F (a) - F (b)] = -] f (x)ax
a b

» Integracni interval Ize rozdélit na dvé (i vice ¢asti) tak, Zze horni mez jedné ¢asti je dolni mez druhé
gasti:
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ff(x)dx+ [ £ 0o =[F(L: +[F)0]: = F(0) - F(@)+ F(b) - F(c) = F(b) - F(a) =
= J.f(x)dx

Vypo ¢et ur éitého integralu:

» P¥ijeho vypoctu pouzivame stejnd pravidla jako pfi vypoctu neurcitého integralu.

» Dany urcity integral mizeme vypocitat nejdfive jako neurcity a potom teprve do takto ziskané
primitivni funkce dosadit pfislusné meze. BéZznéjSi je ale pfimy vypocet, pfi némz nesmime pfi
kazdé substituci zapomenout prepo ¢itat meze .

b b
> Metoda per partes: ju’ v = [u H/] Z - ju v
a
> P¥i vypoctu urcitého integrélu je tfeba si vzdy uvédomit, zda je funkce f(x) spojitd v intervalu <a, b>

a tim splnén predpoklad Newton-Leibnizovy véty. Jinak mizeme formalné zcela spravnym
postupem dojit k naprosto nespravnému vysledku.

Re3ené ulohy:

Priklad 1.

Uréete: Jz'(x2 - X+ 5)1x

-1
Red
2 G ° (8 4 11 8 4 11
J'(x —-x+5)dx=| =" +5x :[—+10j—(———5j:[ - T4+10++ - +5j
! 3 2 L 32 3 2 3 2 3 2

/]

integrovanim jsme  dosadili jsme minus

dostali primitivni  horni mez dosadili
funkci jsme dolni
me:z
29_3,15-1g-3-3673.33 . VYSLEDEK
3 2 2 2



Pfiklad 2:

1

Substituce:
t=2x

dt:2dx:>dx:O£[

provedeme
substituci

dostali jsme

integrél
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Integrél budeme FeSit substitu €éni metodou.

X=0=t=
x=tot=
2
musime
prepciitat
meze
11
——J'e‘dt =
20

dame ped integral

N

S prepaitanymi

mezem

- ;[e‘] ] zl(e—eo)zi(e—l)

2

f

integrovanim
jsme dostali
primitivni funkci

... VYSLEDEK

™~

VvV zavorce je
dosazena horni
mez minus dolni
mez
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Pfiklad 3:
t1
Vypodtéte: j—dx
X
Resent:

1
Integral neexistuje, protoze funkce Y =— neni spojita v intervalu {(—11) a tedy neni integrovatelna. Viz
X

véta Newton — Leibnizova.

Ptiklad 4:
L S 2x2 +1
Vypodtéte: dx
1 X In1=0
Resenf: /

2 52 2 2 2
IZX +1dx=j(2x+%jdx{2%+lnx} :[x2+ln\>4]f=(4+In2)—(1+|n1):3+ln2
1

t t / "\

vyraz jsme integrovali jsme dosadili jsme horni mez vvSLEDEK
rozlozili na 2 podle vzord minus dolni mez
zlomky

Priklad 5:

10
Vypodtéte: j A/ X =1dXx
1

Reseni:
1
10 10 B
J-«/ X—1dX:J.(X—1) dx = Integral budeme Fesit substitu &ni metodou.
1 1
odmocnina

pievedena na
mocnint
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Substituce:
t=x-1 x=1=t=0
dt = dx Xx=10=>t =

N

prepaitame
provedeme meze
substituci

integrovanim
jsme dostali
primitivni funkci

3 9 9
91 2 3
=jt2dt: Ll = Zﬂ/t— = 26/t = 2[SB[{/§—9:—18[:B:18 ... VYSLEDEK
0 § 3 o 3 3 3 3
2 1o
integral  ubraveny Cast&né g o ]
s prepasitanymi zI%mek ;/ odmocrEni osazena horni mez minus
mezemi . dosazena dolni mez
mocnina
pieveden& na
odmocninu
Priklad 6:

8
Vypoctéte: IX (& dx Integral budeme FeSit metodou per partes.

Reseni:
J%erxdx{u/:E:X s }[x@ax] jexdx [x@ex] [e]2—8@8 2[e" - (e —e)
> u=e* Vv

T T \ T
[u v minus
I uy dosadime horni mez
metoda per partes minus dolni mez
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=8e® -2M@° -e® +e? =7e® -¢? ... VYSLEDEK

Ulohy k procvi éovani:

1. Jl.(3x2—2x+1)dx 5.J2.x 1/4 - x*dx
0 0
2. J%(sz —3x—4)dx 6. Jl'(\/;— x)dx
1 0
! Tro
3. Jl'mdx 7. !(23|nx+3cosx)dx
o1 PX+1
4. !(X_;d)(j 8. !de

Vysledky: 1.1 2. -8/3 3.In2 4.3/2-ln2 5.8/3 6.1/6 7.4 8.64/3

Obsah rovinného obrazce (kvadratura):

» Obsah rovinného obrazce je kladné ¢islo.
» Jestlize S; a S, jsou obsahy dvou obrazcU, které se neprekryvaji, pak S;+S. je obsah obrazce,
ktery je sjednocenim téchto obrazcu.

Pro pfipad, Ze a <b a funkce f(x) je v intervalu (@,b) spojita a nezaporna, urcity integral udava obsah
Utvaru, ktery je vymezen grafem funkce f(x), osou x a pfimkami x=a, x=b.

Ya
f(x)

- o
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y A S1-S;

s, |Y=1(x)
S,

dx ... diferencial

’ > <
a ,

x P
jf(x)dx ¥

o
X
O
Xv

b
Soucet obsahtl viech obdélnika v intervalu (@,b) je roven J. f (X)dX.
a

Vypo €et obsahu plochy ohrani éené kfivkou:

yA A yA B

y =f(x)

Xv

S:jzf(x)dx
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Vypo €et obsahu plochy ohrani éené dv éma k fivkami:

A B
yaA y4 ! |
y=109 ‘ —— =19
mﬂﬂ Ty =9() W .
; ti) > ; y =9(x)
s=[[f(x-g(x] dx s:ff(x)dx+ Tg(x)d{

N

f f(x)d{ +T f (x)olx +

T f(x)d{
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Postup p i vypo &étu obsahu plochy:

1. Nacrtneme graf funkce (funkci) do soustavy soufadnic a uréime obrazec, jehoz plocha se ma vypocitat.
2. Zjistime horni a dolni mez integralu (x-ové soufadnice prisecikl funkci, které ohranicuji plochu).

3. NapiSeme vztah pro vypocet obsahu plochy pomoci uréitého integralu.

4. Vypocitdme urcity integral.

Resené ulohy:

Priklad 1.

Vypoctéte obsah obrazce, ktery je ohrani¢en osou x, pfimkou x = 1 a kfivkou y = X°.
Reseni:

1. Naértneme graf funkce y = X a pFimku x = 1.

2. Plochu, jejiz obsah mame urgit, ohrani€uje parabola, pfimka a osa x.
3. Z nacrtu zjistime horni mez (1) a doini mez (0) integralu.

obsah plochy

4. Pomoci ur¢itého integralu vypocitame obsah plochy:

S:jzf(x)dx
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Priklad 2:
Vypoctéte obsah obrazce ohraniéeného ¢arami o rovnicich y = X?—2Xa X- y=0

Reseni:
1. a) Nacrtneme graf funkce y = X2 = 2X

Nejdfive zjistime vrchol paraboly (napfiklad z prvni derivace funkce):

y =2x-2

2x-2=0=>x=1

Druhou soufadnici vrcholu vypogitame ze zadané funkce: y =1 -2 =-1=V = [1,—1]

b) Druhou rovnici vyjadfime ve tvaru Y = X a nacrtneme jeji graf ... je to osa 1. a 3. kvadrantu.
2. Plochu, jejiz obsah mame urgit, ohrani€uje parabola a pfimka y = x.

Funkci f je funkce Yy = X, funkci g

3. Horni a doIni mez integralu zjistime jako prasecik funkce f a g => feSime soustavu rovnic
y =x%-2x
y=X

X2 -2x=x=x*-3x=0=x[{x-3)=0=x =0,x, =3
4. NapiSeme vztah pro obsah plochy pomoci uréitého integralu a integral vypocteme:

5= [[1(9- ook

3

s:f[x—(x2 —ZX)]dX:Jj(x—xz +2x)dxzz(3x—x2)dx:{3t~f§—)ﬂ

0 0

s=[32-2"-0 :9j2 .. VYSLEDEK
2 3 2
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Pfiklad 3:
1.,

Vypoctéte obsah obrazce, ktery je ohrani€en ¢arami o rovnicich f: y = X2, g y= 5 X, hry=1.
Reseni:

1
1. a) Nacrtneme grafy funkci y = X* a y= E X2 .. grafem v obou pfipadech je parabola otocena

nahoru s vrcholem V = [0,0] )

b) Nacértneme graf funkce Yy =1 ... grafem je pfimka kolma na osu y a prochazejici bodem [0,1] .

2. Mame vypocitat obsah vySrafované plochy. Cely obrazec je soumérny podle osy y = jsou jeho obé
¢asti (leva i prava) shodné. Obsah obrazce vpravo od osy y je roven souétu obrazcl o obsahu

S +S,.
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gnh:y= =x? Zjistime praseciky funkci g a h feSenim soustavy 2 rovnic.
y=1
1=="x*=2=x*=> M = \/E ... V2 je horni mezi integralu, pomoci néhoz vypocitame S,.
J2

2 32 3 B ~
= fi- b e - 22| <[ 2L (1 2) 0222 5 0 s

Obsah celého obrazce:

e a1, 42-5)_dl2-1) ,
LS WS}

Priklad 4:

1 5
Vypoctéte obsah obrazce omezeného kfivkou Yy = _E X? +3x— 5 , 0sami x, y a pfimkou x = 7.

Reseni:
3 1. S . .
1. a) Nagrtneme graf funkce Yy = _E X +3x- 5 ... kvadraticka funkce, grafem je parabola.
Vrchol paraboly zjistime napfiklad z prvni derivace funkce:
y =-x+3
y =0=-x+3=0=x=3
Y . , 1 5
Druhou soufadnici vrcholu vypoéitame ze zadané funkce: y = —5 @+9- > =2=V= [3,2]

b) Pfimka x = 7 je kolma na osu x a prochazi bodem [7,0].

2. Plochu, jejiz obsah mame ur€it, ohrani€uje parabola, osa x a 'y a pfimka x = 7.
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S,

5
=-=x*+3x-—
Y 2

3. Zjistime prlseciky paraboly s osou x (meze integrald):

N X: zay dosadime nulu do rovnice: y =—— X° +3X—§ :>O=—1X2 +3X—§ 1.2
2 2 2 2
0=-x*+6x-5/-1)
0=x*-6x+5
0=(x—1)[ﬂx—5):> X =1, X,=5
4. S=S5 +S,+ S

f f(x)d{

3 2 1
{_1X+3x_5 }

S :—Jl.f(x)dx:

23 2 2

81, 5, [-x* 3x* 5 | -125 325 25 ( 1 3 5)_
:j - = x*+3x-= dx= +=—->x| = L e
2 2 27| 6 2 2
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=125 75 25 1
= + - +

6 2 2 6
jf(x)d{:

—343+3m9_35_(—125+75_25j
6 2 2 6 2 2

3
-+
2

N Ol
w
N
N

7

7 3 2
J.(_1X2+3x—5jd = —X7+3L—§X =
A 2 6 2 2

5

S :—j.f(x)dx:

-343 147 35 125 75 21 -218 62 |-218 18? 32 .,

= +— -+ -+ | = +— = +— =
6 2 2 6 2 2 6 2 6 6| 6
7 32 32 _71., )

S=—+_+ - =—7] ... VYSLEDEK

6 6 6 6

Ulohy na procvi é&eni:

1. Vypoctéte obsah obrazce ohrani€eného kfivkou Yy = X? —=2x—-4, o0souxa y a pfimkou x = 3.

2. Vypocitejte obsah obrazce, ktery je omezen ¢asti osy x a obloukem paraboly y = 3X — X2,

3. Vypocitejte obsah obrazce, ktery je ohranicen obloukem paraboly Yy = 4x* —8x+5 a piimkou
2x-y+1=0.

4. Urcete obsah obrazce omezeného parabolou y? = 4X a piimkami X =4, x=9.

5. Vypoctéte obsah obrazce, ktery je ohranicen darami Y = X> —2Xx+3 a y=7-Xx°.

6. Vypocitejte obsah obrazce, ktery je omezen €asti osy x a obloukem paraboly Yy = -Xx? + 2X.

7. Uréete obsah obrazce, ktery je ohraniden grafy funkci y = —X* +4x-2 a X+y=2.

8. Urcete obsah obrazce omezeného kiivkami y = x> —4x+2 a y=—-Xx*> +6Xx—6.

vysledky: 1.12j% 2.9/2) 3.2,25f° 4.152/37 5.9 6.4/3)* 7.9/2 * 8.9}
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Objem rota €niho t élesa (kubatura):

> Uvazujeme rota¢ni téleso, které vznikne rotaci ttvaru kolem osy x. Utvar je ohranicen grafem
funkce y = f(x) spojité v intervalu (&, b).

b
> Vztah pro vypocet objemu rotaéniho télesa: [V = ﬂq f 2(X)dX
a

> Rotaéni téleso, které vznikne rotaci kfivky y = f(x), kde X [1{(a,b), kolem osy x:

Zdroj obr.: http://cs.wikipedia.org/wiki/Aplikace integralu

Resené ulohy:

Priklad 1.

Odvodte vzorec pro objem koule o poloméru r.
Reseni:

1. Koule vznikne rotaci kruhu o poloméru r kolem osy x. Stfed kruhu umistime do poc¢éatku
soufadného systému. Staci, kdyz nechame rotovat jen pulkruh.

yA

2. Z rovnice kruznice X* + y2 =r? vyjadfime y2 = y2 =r?-x?

3. Do vztahu pro vypocet objemu rota¢niho télesa dosadime druhou mocninu funkce a meze integralu:

[ e e A
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3 (_.3 3
V=rm 2r3—r—+—( r) =22
3 3 3

V :ﬂDTl]?‘ ... VYSLEDEK

3

Poznamka:
Pfi vypoctu integralu si musime uvédomit, Ze neznama je x, r je konstanta .

Priklad 2.

Pfimka 3X + 2y — 6 = 0 se otadi kolem osy x. Vypocitejte objem vzniklého rotaéniho télesa pro

x(0,2).
Resent:
1. Z rovnice pfimky vyjadfime y:

2y =-3x+6 = y:—gx+3

3
2. Nacgrtneme graf funkce f: y = —5 X+ 3 ... Musime zjistit soufadnice dvou bod, které lezi na grafu
X | 02| funkce (jednu soufadnici zvolime, druhou dopocitame).
‘ 3 ‘ 0 ‘ Vyhodné je zvolit y=0, abychom zjistili prisecik s osou x.
y
3
ol "2 X

3. NapiSeme vztah pro vypocet objemu rota¢niho télesa: |V = ITEJ. f 2(X)dX

Meze integralu zjistime ze zadani.
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_ 2 3 2 _ 2 3 2 _ 2 9 ) _
V—nEJ' -—x+3 dx-n[j 3—-—X dX—qu 9-9x+ —Xx° ldx =
0 2 0 2 0 4

2 372
- o=+ | — afig-o+ 9P —o0)=6m . v¥siepex
2 413 43

0

Priklad 3.

Vypocitejte objem télesa, které ziskdme rotaci oblouku y = x? =1 kolem 0SY X.
Reseni:

1. Nagrtneme graf funkce y = X —1:

a) Grafem je parabola oto¢ena nahoru, vrchol méa soufadnice V = [0,—1]

b) Zjistime priseciky paraboly s osou x:
nx: y=0=x*-1=0= (x-2){x+1)=0=x, =1, x, =-1
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b
2. Objem télesa vypocitame podle vztahu: |V = ﬂq f 2(X)dX
a

\Y,

f(oo i Floa 2 x° x° l
ﬂE_jl(x —1) dx:ﬂE_j;(x - 2X +1)jx:77EE5—23+x1l

1 2 1.2 __I'3-10+15 (-3)+10-15] _ }8-10+3-10+15 _
=all—-—+1-|-——+_-1{|=m - = =
5 3 5 3 15 15 15

-EDTjQ‘ ... VYSLEDEK

15

jiny zpasob vypoctu:
2

1
V= ZDTEE(XZ —1) dx = ZHE(X4 -2x? +1)1|x: 2/7{)i55—2)§+x}O = ZH{;—§+1—O} =

=22 =15, N
15 15

Priklad 4.

Vypoctéte objem komolého kuZzele, ktery vznikne rotaci lichobézniku ABCD kolem osy x, je-li

A=[30], B=[50], c=[54]. D=[32].

1. Do kartézské soustavy souradnic vyznacime body A, B, C a D, které tvofi pravouhly lichobéznik.

yA

2. NapiSeme rovnici pfimky (napf. smérnicovy tvar), ktera prochazi body C a D:
y-y, =K [ﬂx— X1) k ... smérnice pfimky
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y-vy, = V27N [ﬂx— Xl) [Xl, yl], [X2, y2] ... soufadnice bodu, které lezi na pfimce
X =%
y—-4= 2_4[(X—5) ... fovnici upravime
3-5
y-4= 1[ﬂx - 5) ... Vyjadfime proménnou y
fry=x-1

3. Lichobéznik je ohrani¢en grafem funkce Yy = X —1, jejiz druh& mocnina bude integrovanou funkci.
Meze integralu jsou Cisla 3 a 5 (viz obr.)

4. Vypocitdme objem télesa:

2 5
V= ﬂ[i f 2(x)dx|= ﬂ[jl(x—l) dx = 7TEZ(X2 —2x+1fix = HEE)E:_XZ +x} =

3 3

=77 125—25+5—(237—9+3j:n 125—20—3ﬂ:5;D7j3 ... VYSLEDEK

Pfiklad 5:

UrGete objem t&lesa, které vznikne rotaci obrazce omezeného darami X> —y*> =4, x=2, X =4
kolem osy x.

Reseni:
1. KFivkou omezuijici rotujici ttvar je rovnooséa hyperbola pro X[1{(24) .

2. Z rovnice hyperboly vyjadfime y2 a dosadime do vzorce pro vypocet objemu:

X*-y?=4=y*=x*-4

b

V =] (x| = n[j:(xz ~ahix = n[E’i—4xI =7 6;4—16—@—8)} -

a

[€56 j 32_ ., )
=mll—-8|=—rm|] ... VYSLEDEK
3 3

Poznamka:

Rovnice X* — y2 =4 je rovnici hyperboly.
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Pfevedeme ji na stfedovy tvar (rovnici vydélime &tyfmi).

2 2
X
Xy,
4 4
Stfed hyperboly je S= [0,0], poloosya=2,b=2 ... rovnoosa hyperbola

Hlavni osa hyperboly je rovnobézna s osou x.
Vrcholy hyperboly: A= [2,0], B= [— 2,0]

Ulohy na procvi é&eni:

1. Odvodte vzorec pro objem rota¢niho vélce o vySce v a poloméru r.

1
2. Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci paraboly y = _Z x? + 4 okolo osy X.

7l
3. Zobrazte rovinny obrazec, ktery je ohrani¢en ¢arami o rovnicich y =tgx, X = E Xx=—ay=0.

Urcete objem télesa vzniklého rotaci tohoto obrazce kolem osy x.

1024DTJ,3 ; n@4ﬁ—n) r

Vysledky: 1. Td° W 2. .
yeledy 15 6



