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LOKALNi EXTREMY

LOKALNi EXTREMY (maximum a minimum funkce)

Lokalni extrémy jsou body, v nichz funkce nabyva vzhledem k jejimu okoli nejvétsi nebo nejmensi
hodnoty. V téchto bodech se funkce méni z rostouci na klesajici ¢i naopak z klesajici na rostouci.

1)

y lokalni maximum

Emax

ke = tg0° = 0 = f'(xo)

y =f(x)

Emin ke = tg0° = 0 = f'(xo)
i ~ lokalni minimum
i H "
0 Xo Xo

Dulezité je nyni to, Zze v bodech E, .« a Enin Ize ke grafu funkce sestrojit teény (t) rovnobézné s osou x.
Smérové uhly téchto te€en jsou nulové —> smérnice t&chto te€en jsou také nulové = prvni derivace
funkce v takovychto bodech jsou rovnéz nulové (f'(xp) = 0).

1)

f’(XO) >0 mav bodé X, extrém (maximum nebo minimum).

SHRNUTI !!!

2) Vbodé X derivace funkce f'(XO)méni znaménko (z + na —, nebo z — na +).

U

f(x)=0
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toto nejsou te€ny (u Spic

y nehovofime o te¢nach)

toto nejsou te¢ny (u Spic
nehovofime o teCnach)

X

SHRNUTi !!!

f (X) ma v bodé X, extrém (maximum nebo minimum).

U

f’(x,) —neexistuje

y konkavni (vyduta)

T
1
1
1
1
1
1

/ inflexni bod

inflexe = ohnuti, ohyb

konvexni (vypukld)
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SHRNUTI !!!

Inflexni body jsou takové body, ve kterych funkce méni krivost z vyduté na vypuklou,
nebo naopak.
Inflexni body uréime pomoci druhé derivace.

1) f(X) nemav bodé X; extrém.

2) Vbodé X derivace funkce f'(XO)neméniznaménko.

U
f7(x,) =0

Zaver:

Funkce mize mit lokalni extrém jen v bodé X, , v némz je f (Xo) =0 nebo v némz derivace
neexistuje.

Derivace v bodé, v némz ma funkce extrém méni znaménko; méni-li se znaménko z + (funkce
roste) na — (funkce klesa), pak ma funkce v tomto bodé lokalni maximum; méni-li se znaménko z —
(funkce klesa) na + (funkce roste), pak ma funkce v tomto bodé lokalni minimum.

Inflexni body jsou body, ve kterych funkce méni kfivost z vyduté na vypuklou, €i naopak.

Nyni si uvedme prehled nejdulezitéjSich tvrzeni:

Je-li T7(X) >0 = jefunkce f(X) rostouci pro dana X.

Jeli T/ (X)>0 Vxe(ajb) = jefunkce f(X) rostouciVX e (a;b).

Je-li T7(X) <0 = jefunkce f(X) klesaiici pro dana X.
Jeli T/ (X)<0 Vxe(ajb) = jefunkce f(X) klesajici VX € (a;b).
Je-li f'(XO) =0 A f"(XO) <0 = mafunkce f(X) v bodé X, lokalni maximum.

Je-li f'(XO) =0 A f”(XO) >0 = ma funkce f(X) v bodé X, lokalni minimum.
Je-li f"(XO) =0 = ma funkce f(X) v bodé X, inflexni bod.

Jeli T7(x)>0 Vxe(a;b) = jefunkce f(X) ryze konvexni VX € (a;b).

Jeldi T7(X)<0 Vxe(ajb) = jefunkce f(X) ryze konkavni VX € (a;b).
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Resené priklady:
Priklad 1
Najdéte lokalni extrémy funkce f: y= x* —2x°.
Reseni:
1) Urc€ime defini¢ni obor funkce.
D(f)=R
2) Vypocteme prvni derivaci funkce - pouzijeme zakladni vzorce pro derivovani mnohoclenu.
Y= (x4 —2x° )z 4x° —2-2X =4Xx®> —4x = 4x(x* =1) = 4x(x —-1)(x+1)

3) Vypocteme nulové body prvni derivace (tj. prvni derivaci polozime rovnu nule). Ziskame body,
v nichz mdze mit dana funkce extrém.

y=0
4x(x-D)(x+1) =0

X=0v X,=1v X,=-1 nulové body (v t&chto bodech miiZze byt extrém)

Dale muzeme postupovat dvéma riznymi zplisoby:
1. zpusob:

4) Urcime, pro ktera X € D( f ) je y’> O (funkce roste) a pro ktera je y’< O (funkce klesa).

Pouzijeme metody nulovych bodu na Ciselné ose. Ur€ime intervaly monoténnosti a v podstaté na
zakladé zmény znaménka prvni derivace, zjistime, zda ma funkce v pfisluSném nulovém bodé
extrém.

7

10
n
! klesa

roste

-1
A
funkce: klesa !

minimum maximum minimum

5) Vyslovime zavér:

Funkce f ma lokalni minimum v bodech (—l) al.

Funkce f ma lokalni maximum v bodé 0.



N -.
* X x e
* * Foa
- * * L]
evropsky o :

socialni MINISTERSTVO SKOLSTV] OP Vzdélavani
fondvCR EVROPSKA UNIE MLADEZE A Tt YCH pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

2. zpusob:
4) Vyuzijeme véty:

Je-li f'(XO) =0 A f"(XO) <0 = mafunkce f(X) vbodé X, lokalni maximum.

Jedi T7(%,)=0 A T7(X,) >0 = mafunkce f(X) vbodé X, lokalni minimum.

y'= (x —2x) 4x° —2.-2X=4Xx> —4x = 4x(x -1 =4x(x-1)(x+1

.. vysledek prvni derivace z kroku 2 obecné

Y= (4x3 — 4x)= 4.3x* —4=12x> -4 .. vysledek druhé derivace obecné (ziskame
jej dalSim derivovanim vhodného
vysledku prvni derivace)

Vypocteme druhou derivaci v bodech, v nichz maze byt extrém (v nulovych bodech prvni

derivace). Do obecného vysledku druhé derivace dosadime nulové body prvni derivace a zjistime,

zda vysledek druhé derivace je kladny nebo zaporny. Podle toho pak uréime minimum (kladna
druha derivace) nebo maximum (zaporna druha derivace).

y"(O) =12-0°-4=-4<0 = lokalni maximum v bodé 0
y'()=12-1"-4=12-4=8>0 =>  lokalni minimum v bodé 1
Y’ (-1)=12-(-1)*-4=12-1-4=12—4 =8> 0 = Iokalni minimum v bodé (—1)

Priklad 2 !
Urcete inflexni body funkce z pfedchoziho pfikladu.
Reseni:
1) Pdavodni funkéni predpis:
f: y=x"-2x°
2) Vysledek prvni derivace:
y'= (x4 — 2x2): 4x° —2-2x = 4x° —4x
3) Vysledek druhé derivace:
Y = (4% —4xJ=4-3x* —4=12x* -4
4) Vyuzijeme véty:

Je-li f"(XO) =0 = mafunkce f(X) v bodé X, inflexni bod.
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y'=12x*-4=0
12x* =4
4
X' =—
1
1
Xt ==
3
= 1 1 3 3
3 V33 3
X,=t— =  funkce ma inflexni body pro X, , =+——
' 3 ’ 3
Priklad 3
Urcete lokalni extrémy, intervaly monoténnosti a inflexni body funkce f: y= é X} —=x"-2x+1.

Reseni:

1) Urc¢ime definiéni obor funkce.

D(f)=R
2) Vypocteme prvni derivaci funkce - pouZijeme zakladni vzorce pro derivovani mnohoélenu.
(1 1 1 1
V=] X=X =2X+1[=2-3x* == :2Xx—2-1+0=x* —x—-2=(x-2)(x +1)
3 2 3 2
3) Uré&im nulové body prvni derivace.
y=0
y=(x-2)(x+1) =0
X = 2 v X, = -1 nulové body (body, v nichz mlze byt extrém)

4) Na cCiselné ose vyznacime nulové body prvni derivace a metodou nulovych bodud uréime intervaly
monoténnosti funkce.

Vg

y: + - +
i i
-1 2 10
A A
funkce: roste | klesa | roste
1 1
1 1
maximum minimum
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Funkce T roste pro X € (—o0;—1) U (2;0).
Funkce f klesapro X € (—1;2).

Vypoc&teme druhou derivaci funkce (derivovanim vhodného obecného vysledku prvni derivace).
7 2

y=X"—Xx-2

y'=(x*-x-2)=2x-1

Vypocéteme druhou derivaci v bodech podezrelych z extrém (tj. v nulovych bodech prvni
derivace).

y"(—l) =2 (—1) -1=-2-1=-3<0 = lokélni maximum v bodé (—l)
Yy (2)=2-2-1=4-1=3>0 = lokalni minimum v bodé 2

Inflexni body funkce uréime pomoci druhé derivace funkce, kterou polozime rovnu nule a rovnici
vypocteme.

y'=2x-1=0
2x =1
1
X=— = funkce ma inflexni bod pro X = —
2 2
4

Urgete lokalni extrémy funkce f : y= X' —6x* +8x—3.

Reseni:

1

2)

3)

Ur&ime defini¢ni obor funkce.

D(f)=R

Vypocteme prvni derivaci funkce - pouzijeme zakladni vzorce pro derivovani mnohoclenu.

y'= (X" —6x? +8x—3J=4x* —6-2x+8-1-0=4x> —12x +8 = 4(X’ —3x +2)

Ur€im nulové body prvni derivace. Abychom je vypocetli, pokusime se odhadnout néktery kofen
trojélenu x> —3x+2 tj. kofen rovnice X® —3X+ 2 =0. Jednim z koFeni rovnice je &islo 1,

proto budeme trojclen x> —3X + 2 dsiit vyrazem X —1. Zopakujeme si tak, jak probiha déleni
mnohoclenu mnoho€lenem (ucivo 1. ro€niku SS).
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(X*=3x+2):(x—-1) =x*+x—2
+x* F X

0 zbytek (déleni beze zbytku)

=> Ize rozlozit trojélen na soucin kofenovych Cinitelu takto
=X =3X+2=(X-D)(X* +x-2) = (X-D(x+2)(x-1) = (x-1)*(x+2)

—> vysledek prvni derivace Ize celkové zapsat:

y'=(x* —6x% +8x—3)=4x* —6-2x+8-1-0 = 4x* —12x+8 = 4(x° —=3x+2) =
=4(x-1)*(x+2)

=Yy=0
= y=4(x-1)*(x+2)=0

=>Xx=1v x,=-2 nulové body (body, v nichZ miiZze byt extrém)

4) Vypoc&teme druhou derivaci funkce (derivovanim vhodného obecného vysledku prvni derivace).

y=4x°-12x+8
y'=(4x° -12x+8)'=4-3x* -12-1+0=12x* -12

5) Vypoc¢teme druhou derivaci v bodech podezielych z extrému (tj. v nulovych bodech prvni

derivace).
Yy =12x% —12
y'(1)=12-1"-12=12-12=0 =>  neni extrém v bodé 1 (je tam inflexni
Y (-2)=12-(-2)* -12=12-4-12= 48—12bo:d\236 >0 =

= lokalni minimum pro X =2



N -.
* X x e
* * 0. \
- * * L]
evropsky o :

socialni . MINISTERSTVO SKOLSTV] OP Vzdélavani
fondvCR EVROPSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCH pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Priklad 5

Najdéte inflexni body funkce f: y= x* —6Xx*+8x—3z pfedchoziho pfikladu..
Reseni:
Inflexni body funkce uréime pomoci druhé derivace funkce, kterou poloZime rovnu nule a rovnici
vypocéteme. Vyuzijeme jiz znamych vypocta v pfedchozim pfikladé 4.
y'=12x*-12=0
12x? =12
x* =1
X=1
X, = +1 = funkce ma dva inflexni body, a to pro X, = la X, = -1

Ulohy k procviéovani

1) Urcete lokalni extrémy a inflexni body funkce f: y= x® +3x° —9x +5.
4
. . X 3
2) Vysetrete lokalni extrémy a inflexni body funkce f: y= ? + X —4x+7.

3) Urcete lokalni extrémy funkce T 1 Yy = X* —4x° +4x>.

4) Urgete lokalni extrémy funkce T : y= 4x° —21x* +18x.
X3
5) Urcete lokalni extrémy a inflexni body funkce f: y= 4x — ? .

. X° 2
6) Urcete lokalni extrémy funkce T : y= ? - X —3X.

4
X
7) Urcete lokalni extrémy funkce T : y=1+ 2X? —Z.

4
8) Urcete lokalni extrémy a inflexni body funkce f: y= x*+ .
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