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Nazev zpracovaného celku:

GEOMETRICKY VYZNAM DERIVACE FUNKCE

GEOMETRICKY VYZNAM DERIVACE FUNKCE v bodé X,
(te€ny grafu funkci)

Jedanafunkce|f @ y=f(X)

Prvni derivace funkce f’(XO) = y’(xo) funkce f v bodé X, udava hodnotu smérnice tecny grafu

funkce T y=f(X)vijejimboda T[x,;y, = f (x,)].

Tato te¢na ma pak v bodé X, rovnici:  [t1 Y=Y, = f(X;)-(X—=X,)

SHRNUTO !!!
f: y=1(x)
kt = f,(XO) .......... smérnice te¢ny grafu funkce Y = f (X)vjejl'm bodé X, .
T[XO; Yo = f (Xo)] ..... dotykovy bod te¢ny a grafu funkce Y = f (X)
t: y-y, = kt . (X — Xo) ......... rovnice te€ny grafu funkce Yy = f (X)v bodé X, .
t: y—f(x)=71(X) (X=%X)) ccevrnr. Ize zapsat i takto
Poznamka:

Pomoci prvni derivace Ize také napsat rovnici normaly grafu funkce f: y= f (X) v jejim bodé X,

Plati: kn .......... smérnice normaly grafu funkce Y = f (X) v jejim bodé X, pficemz plati, Zze
K . kn ==1 ... vzajemny vztah mezi smérnici teCny a smérnici normaly v bodé X; .
n: y-y,= kn “(x— Xo) .......... rovnice normaly grafu funkce Y = f (X)v bodé X

0"

Tecna i normala prochazeji tymz bodem X; tj. T[XO; Yo = f (XO)] a jsou na sebe kolmé.
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Resené priklady:

Priklad 1

Napiste rovnici te¢ny grafu funkce f: y= 1 Vv jejim bodé T[— 3; ?].
X

Reseni:
1) Dopocteme druhou soufadnici dotykového bodu T, dosazenim zadané X -ové soufadnice do
funkéniho predpisu.

(3" _ 9_, _ 1 a®
3.1 4—y0—f(x0) = T[x:V,] [3, 4}

y:

2) Vypocteme prvni derivaci funkce (obecnég; v tomto pfipadé pouzijeme vzorec pro derivaci podilu
dvou funkci).

Y= 2 ) () (x-D)-x"-(x-1)"  2x-(x-D-x*-1 2x*-2x-x* _
x—1 (x-1)? (x -1)? (x-1)?
_X*—2x
(x-1°
3) Vypocteme hodnotu derivace funkce v bodé X, = —3 dosazenim této &iselné hodnoty do

obecného vysledku derivace funkce (viz 2), €¢imz ziskame hodnotu smérnice teény grafu funkce
f(X) v jejim bodé T .

V(-3) = x> —2X _ (-3) -2-(-3) _9+6 :E:kt
(x—1°  (-3-1)> (-4 16

X2 9
4) Napideme rovnici tedny grafu funkce f : y= 1 v jejim bodé T [XO; yo] =|— 3;_Z ,

dosazenim vypoctenych hodnot do pfedpisu rovnice teény.

t: y_yozkt'(x_xo)

t: y-— (— %j = % . (X — (—3)) rovnici upravime a prevedeme do obecného tvaru rovnice
primky
9 15
t: y+—=—-(x+3 /-16
y 4 16 ( )
t: 16y+36=15x+45
t: 15x-16y+9=0 rovnice teény grafu dané funkce v daném bodé

2
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Priklad 2
Napiste rovnici tecny ke grafu funkce f: y= 2X* +3X+1vbode T [1; Y; ]
Reseni:

1) Vypodteme druhou soufadnici dotykového bodu T, dosazenim zadané X -ové soufadnice do
funkéniho predpisu.

Y, =2-L+3-1+1=2+3+1=6=y,=f(x,) = T[x;y,]=[16]
2) Vypocteme prvni derivaci funkce (obecné).

y=(2x +3x+1J=2-2x+3-1+0 = 4x +3

3) Vypocteme hodnotu derivace funkce v bodé X, = 1 dosazenim této &iselné hodnoty do
obecného vysledku derivace funkce (viz 2), ¢imz ziskame hodnotu smérnice te€ny grafu funkce
f () vjejim bods T .

Y(Q)=4x+3=4-1+3=4+3=7=Kk,

4) Napi$eme rovnici tecny grafu funkce f : y= 2X° +3x+1 Vv jejim bodé T[XO; yo] = [1;6],
dosazenim vypoctenych hodnot do pfedpisu rovnice te€ny.

t: y—y0=kt-(X—X0)

t: y—-6=7-(x-1 rovnici upravime a prevedeme do obecného tvaru rovnice
pfimky
t: y—-6=7x-7
t: /x-y-1=0 rovnice teény grafu dané funkce v daném bodé
Priklad 3

Ve kterém bodé grafu funkce f : Y =X*> —4X+5 ma tedna smémici K = —2.

Reseni:
1) Predpokladame, Ze toto spliiuje bod T [XO; yo]. Tzn., ze vysledkem derivace funkce je Cislo

(—2) tj. f’(XO) = K = —2 . Proto vypocteme nejprve prvni derivaci funkce obecné
y= (x2 —4x+5): 2X—4-1+0=2x-4

2) Vysledek prvni derivace polozime roven (—2) = kt

y(x)=2%-4=-2=k
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3) Ziskanou linearni rovnici vyfeSime.

y (%) =2%-4=-2=Kk

2X, —4=-2
2X, =2
) X -ova soufadnice dotykového bodu T [XO; yo]

4) Dopocitame Y -ovou soufadnici dotykového bodu T [XO; yo], dosazenim vypoctené hodnoty

X, =1 do funkéniho predpisu dané funkce f @ Yy = X? —4x +5.

y,=1"-4.1+5=1-4+5=2
5) ZapiSeme vysledek.

T[%,:Y,]=[12]

Priklad 4
. . . . X 7T
Napiste rovnici te€ny grafu funkce f: Y = —— , kterd s osou x svira thel & = —.
X+1
Reseni:

1) Z ugiva o lineérnich funkcich, které jsme probirali v 1. ro€niku, vime, Ze smérnice pfimky je rovna
funkci tangens smérového uhlu pfimky {j. k = tg . Z toho plyne, Ze pro smérmici te¢ny bude

platit tyz vztah, tedy K = tga. Pfipominame, ze smérovym Uhlem rozumime Uhel, ktery pfimka
svira s kladnym smeérem osy X, tj. zadany uhel ! .

k=tga

T
k =tg—=1
. 94

2) Na zakladé noveé ziskanych znalosti vime, Zze smérnici teCny vypolteme také pomoci prvni
derivace funkce (obecné; pomoci vzorce pro derivaci podilu dvou funkci).

‘= ,_( X }_(x)'.(x+1)—x-(x+1)'_1-(x+l)—x-1_x+1—x_

Y )T (x+1)’ O (x+D)* (x+1)°
1

:W
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3) Zkroku 1) a 2) vyplyva, Ze smérnice te€ny vypoctena v kroku 1 se musi rovnat smérnici teCny
vypoctené v kroku 2.

1
=S odstranime zlomek
(x+1)
(x+1)* =1 levou stranu umocnime podle vzorce (a + b)
X*+2x+1=1
x> +2x=0
X(x+2)=0
=0 v X,=-2 vypoétené kofeny rovnice (x-ové soufadnice dotykovych bod

te€en); tecny budou dvé

4) Dopocitame y-ové souradnice dotykovych bodu jednotlivych te¢en dosazenim vypoétenych
x-ovych soufadnic z kroku 3 do funké&niho pfedpisu dané funkce f.

X = 0 \Y X, = -2
0 -2 -2
% o1 T T
T.[x;v.]=[0:0] T,[%:y,]=[-22] dotykové body
5) NapiSeme rovnice obou te€en grafu funkce f: y= L , které s osou x sviraji poZzadovany

X+1

T
Uhel @ = — dosazenim ziskanych hodnot do pfedpisu rovnice teény.

T,[0;0]

L y=Yo=k-(X=X)

tl Y- 0=1- (X — 0) rovnici upravime a prevedeme do obecného tvaru rovnice
primky

t: y=xX

t: x-y=0 rovnice prvni teény grafu dané funkce

T,[-2:2]

t,o Y=Y, =k (X=X
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t2 Y- 2=1- (X — (—2)) rovnici upravime a prevedeme do obecného tvaru rovnice
primky

t,: y—2=x+2

t2 . X=y+ 4=0 rovnice druhé teény grafu dané funkce

Ulohy k procviéovani

1) Napiste rovnici teény ke grafu funkce T v jejim bodé T[X,; Y, ] jestiize plati:
a) f(X)=x"—x+1; T[-2;?]
o f(x)=x* T[0;?]
0 F(X)=x"+x* T[L?]
o f(x)=3x"-5x° T[L?]
o) F(X)=x"—x+1; T[-27]
n f(x)=x* TL?]

9) H@=%ﬂT@ﬂ

n f(x)=x" T[-27]
) F(X)=—x"+4x-1; T[-2?]
Vysledky: a)bx+y+3=0
b)y=0

c)7x—y—-5=0
dy+2=0

) 3
2) Napiste rovnici te¢ny grafu funkce f : Yy =SiN2X vbodé Tl:Z Y, |-

Vysledek: y+1=0
N - y : 2x* =1
3) Napiste rovnici te€ny ke kfivce f: y= Vv jejim bodé T[O, yo].
3X+2
Vysledek: 3x—-4y-2=0

4) Kparabole f: Yy =X*—2X+3 vedte te¢nu, ktera s osou x svira thel & =135° . Napiste
jeji rovnici a urete soufadnice dotykového bodu.

Vysledek: 4x+4y—-11=0
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2
X°+2x-3
5) Napiste rovnici te€ny grafu funkce f: Y =———— vbodé T[— 4;?].
X
Vysledek: Al-1/2;-2]
6) Napiste rovnice tecen ke kfivce f: y= X’ —=x*—-10x+6 , jsou-li te€ny rovnobézné
s pfimkou 4X —2y +3=0.
Vysledek: 4x —2y—-51=0,54x -27y +410=0
7) Ve kterych bodech ma graf funkce te€ny rovnobézné s osou X, je-li f: y=— X} —X.
Vysledek: A[1;-2/3], B[-1;2/3]
_ N _ 3x-1
8) Napiste rovnici te€ny grafu funkce f: y= v bodé T[O; yo].
2X+3
Vysledek: 11x-9y-3=0
- o _ 2x2 -1 ) 1
9) Napiste rovnici teCny grafu funkce f: Y =—— vbodé T ——,? .
X+1 2
Vysledek: 2x+y+2=0
2
X° —2X
10) Napiste rovnici teny grafu funkce . y = 4 v bodé T[l; ?].
X J—
Vysledek: 2x-9y+1=0

11) Urcete rovnice tecen ke kfivce f: y= X2+ X°—2X v prisecicich kfivky s osou x.

Vysledek: 6x—-y+12=0,2x+y=0,3x—-y—-3=0
12) Ve kterém bodé ma parabola f : Y =2X* +3X —1 te¢nu:

a) se smérovym Uhlem & = 45°,
b) rovnobéznou s pfimkou SX — Y +3 =07

Vysledek: a) A[-1/2;-2]
b) B[1/2;1]

1
13) Je dana parabola T : y= E x> +3x+1

a) Urcete rovnici te€ny paraboly v bodé T [— 2; ?],
7
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b) Ve kterém bodé ma parabola teénu rovnob&znou s pfimkou 5X — Yy —2 =07
Vysledek: ajx—-y-1=0
b) B[1/2;1]
14) Napiste rovnici te¢ny grafu funkce f: y= 2X —In X vbode T[l; ?].

Vysledek: Xx—-y+1=0
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