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Predmét: Rocnik: Vytvoril: Datum:

MATEMATIKA CTVRTY VERA JUTTNEROVA 27.10. 2013

Nazev zpracovaného celku:

DERIVACE ZAKLADNI A SLOZENE FUNKCE

DIFERENCIALNi POCET

LIMITA FUNKCE V BODE

Definice:
Okoli O(X, ) bodu X, je libovolny interval O(X, )= (X, —&; X, +); & >0 je libovolné kladné reainé &islo
nazyvané polomér okoli O(X, ). T T
X, -8 X, X, + 6
Definice:

Necht f(X)je funkce, ktera je definovana na néjakém okoli bodu X, popfipadé kromé bodu X, . Funkce
f(X) ma v bodé X, limitu A, jestlize k libovolnému & okoli limity A existuje o okoli bodu X, tak, ze pro

vdechna X € (X, — &; X, +0); X # X, plati, ze f(x)e (A—&; A+ £)nebo-li je spinéna podminka
|f(X)— AI <¢

(X = %, = f(x)—>A)<:>(Iim f(x)=A}

X—>Xg
y A
y =1f(x)
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" libovolng z € 0(x,)

zapis: lim f(x)= A

X—>Xg
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VETY O LIMITACH

1) Kazda funkce ma v daném bodé& nejvyse jednu limitu.
2) Predpokladejme, ze lim f(x)= A, lim g(x)=B . Pak plati:

X—>Xo X—>Xg

a) Ilm[f(x) g(x)]= lim f(x)+ lim g(x)= A+B
X=Xy X—>Xg
b) Ilm[f(x) g(x)]= lim f(x)- lim g(x)= A-B
X—>Xg X—Xg X—>Xg
c) )!IrTX]oC f(x)=c- lex10 f(x)=c-A; c je reaina konstanta
lim f(x)
d) lim 100 _ xo A lim f(x)=0, B#0
% g(x) lim g(x) X%

Reseny piiklad 1:

Vypoctéte limitu funkce f v daném bodé X,
a) f(x)=x>—4x?+6x-5; x, =2

b) f(x)=x®-2x+3; x, =1

Reseni:

a) f(x)=x>—4x>+6x-5x,=2;
Dana funkce je v bodé X, = 2 definovana = lim f(X>= f(XO)

X—Xg

Ilm( —4x% +6X— 5)—I|mx —lim 4x? +I|m6x—llm5 22 -4.2246-2-5=-1

X—2 X—2 X—2 X—2

b) f(x)=x®-2x+3; x,=1
Dana funkce je v bodé X, =ldefinovana => lim f(x)=f(x,)

X—>Xg

lim(x® —2x+3)=lim x-lim x- lim x— 2. lim x + iM3=1-1-1-2.1+3=2

x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
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LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

A) Priklady nespojitych funkci:

| | ,
Y : !
| | 3
I I
| |
I
| : 21
| |
| |
| | 1
| |
| |
] | 4 -3 2 1
\ : X 0 1 2 3 4
- g 0 n T
2 2 19
1 1
1 1
1 1
| : ]2
| |
i | {-3
| |
I I
! : 34
Zdroje obr: http://cs.wikipedia.org/wiki/Tangens http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Funci%C3%B3n_inversa.png

Grafy nespojitych funkci nejsou celistvé kiivky, ale jsou ,,pretrhnuté®.

Priklad nespojité funkce, ktera je v kritickém bodé X, definovana, ale je nespojita:



http://cs.wikipedia.org/wiki/Tangens
http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Funci%C3%B3n_inversa.png
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B) Priklady spojitych funkci:

y=2}
117¥
0.5 \
0 B pa
-0,5 2
-1 0 X
Zdroje obr: http://studentigih.ttweb.sk/zemianek/kosinus.html http://garaz.autorevue.cz/viewtopic.php?f=819&t=1073058
Véta:

Jestlize lim f(x)=f(x,) pro Wx e D(f);x, € D(f), pak je funkce f(x) spoiitd v bodé X,.

X—Xg


http://studentigih.ttweb.sk/zemianek/kosinus.html
http://garaz.autorevue.cz/viewtopic.php?f=819&t=1073058
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VYPOCET LIMITY NESPOJITE FUNKCE

Reseny priklad 2:

Vypoctéte limitu funkce:

. x?-9
lim
x>3 X—3

Danéa funkce neni definovana pro X, = 3 = je vtomto bodé& nespojita.
Sestrojime graf dané funkce a funkce ji ,podobné*“.

2

fry=2 =9 g:y=x+3
X—3

D(f)=R-{3} D(f)=R

> » X
3 X
-1 1 X | -1 1
y | 2 4 |5 y| 2 | 3|4

Zaver:
Obeé funkce maji s vyjimkou X, =3 ve vSech ostatnich bodech shodné funkéni hodnoty. V okoli bodu
X, =3 muzeme funkci f(x) nahradit funkci g(x).
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Plati:

Je-li pro funkci f(x) a g(x) spinéna podminka f(x)=g(x) VX # X,, pak )!I_)fT)(] f(X): lim g(x)

X=X

Potom muzeme psat:

2
im X =9 i (x—3)-(x+3)
x-3 X—3 x—3 X—3

=Iing(x+3):3+3:6
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PRACOVNI LIST A - LIMITY

Priklad 1:

Vypoctéte limitu funkce f v daném bodé X,

a) f(X)=x?+x-2; X, =3

b) f(x)=x*+1;x,=0

o f(x)= 1+sin2x

i
1-cos4dx’ 4

0

d f(x)=x*—2x2+x; x, =1

Priklad 2:

Vypoctéte limity nasledujicich funkci:

. 3P -x
1) lim
Xx—0 X
X2 +X

2) lim
) xa—lz.ixz _1'

3) lim

. 1-sinx
4) lim

. cos’ X
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. x*-16
lim
x>-28X +16
. 1+cosx
6) lim———
Z Sin‘ X
2
. 2€0S X—Ssin 2x
7) hm————jr———

X C0s% X
2

. C0S2X+sin? X
g) lim 22T 2
Xﬁ% 1-sin x

. SINn2x+2sinx
X sin‘ x
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sin X —Cos X

10) lim
H% 1-tgx

. + X
11) lim
x>-13x2% _3

X2 +Tx-44
12) |Im2—
x4 X° —6X+8

13) lim
x—>4 x—4

. Sin2x—-cos2x-1
14) lim -
H% COS X —Sin X

. 9-x
15) lim

x—3 \/&_3
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18) lim

X
-0 x+1-1

. x*=3x-10
19) lim ———= —
X—>—2 X — 4

o x*-4
20) lim ———
X>2X° —3X+2

. tgx—sinx
x>0 sIn” X

10
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VO+X -2

23) lim
x>2  X+2

Reseny priklad 3:

. e S X
Pomoci vztaht lim——=1 lim—— =1 vypostéte limity funkci:
x=0 ¥ x—0 sm X
. sin4x
1) lim
x—0 X
. sinx
2) lim——
x>0 By
. sin2x
3) lim
x>0 3x
. X—sinX
4) lim———
x—=0 tgx
. sin®x
5 lim—;
x>0 ¥
. togx
6) hméL
x=>0 X

11
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Reseni:
. sindx . 4-sindx . . Sin4x
1) lim =lim =lim4-lim =4.1=4
x>0 X x—0 4x x>0 x>0 4X
. sinx .1 . sinx 1 1
2) lim——=Ilim=-lim——==-1==
x-0 By x>x05 x50 ¥ 5 5
. sin2x . 1 . sin2x 2 . 1 . 2-sin2x . 1 . . sin2x 1 2
3) lim =lim =-lim —=lim=-lim——=Ilim=-lim2-lim ==.2-1=—
x-0  3x x>x03 x>0 ¥ 2 x»03 x-0 2X x>03 x50 x50 2x 3 3
_x—sinx . x-sinx . cosx-(x—sinx) . . x—sinx
4) lim——=lim— =lim . =limcosx - lim———=
x—0 tgx x=0 SIN X x—0 SIn X x—0 x=>0 SN X
COS X

=coso-(|im_i—|im1j=cos0~(1—1)=1~(1—1)=0

x=0 51N X x—0

- 2 - - - -
. sin“x . sinx-sinx . sinXx .. sinx
5 lim——=Ilim lim -lim =1.1=1
x=>0 ¥ x—0 XX x-=>x0 X x>0 ¥
. tgx . sinXx .1 . sinx 1
6) |Img—=|lm =lim -lim = 1=1.1=1

x>0 X x20 X.COSX x20COSX x>0 X cos0

12



L] »
evropsky Sy 4& g
socialni MiN»ST[Rsrvo bKOLST\/I OP Vzdélavani
fondvCR EVROPSKA UNIE MLADEZE L pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI'

PRACOVNI LIST B = LIMITY

Vypoctéte limity funkci:

sm X
1) lim
x—0 3X

. Sin2x
2) lim
x—0 X

. sin?x
3) lim
x—0 4X

. sinx+sin3x
4) lim——
x—0 X

. BX+sin7x
5 lim—
x—0 2X

. Sin2x+X
6) lim———
x—0 2X

. x®—x-sinx
7y lim 22X 3NA
Xx—0 X

13
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DERIVACE FUNKCE V BODE

Reseny priklad 4:

VyjadFete smérnici te¢ny funkce y = f (X)v jejim bodé A= [Xo; f (X0 )]

Reseni (viz obr.)

FOQ) frmmmmmmmm e e . y=f(x)

f(x) =1 (%)

Xo X

Bod B ma soufadnice: B = [X; f(X)]

Z AAPB vyjadfime smérnici seény AB :

K =0

AR
X, —x X — X,

Jestlize bod B — A, pak X — X, = smérnici seény AB muzeme nahradit smérnici teény funkce
= K, 2k,

f(x)- f(x)

Pro smérnici te€ny funkce Yy = f(X)pak plati: kt = )!irr(lo X
- —
0

14
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Definice:

00~ ()
Rikame, ze funkce f ma derivaci v bodé X, , jestlize existuje 1IM X .
X—Xg —
0

Tuto limitu oznaéujeme znakem | f /(Xo) a nazyvame derivaci funkce f(x)v bodé X; .

t(x)
,—"' 0
Zapis: )!Lrvow = f/(XO) mozné zapisy der/vaCI , y ( )
’ A d_y
dx

DERIVACE KONSTANTNI FUNKCE:
f'(x,)=(konst) =0

DERIVACE SOUCINU KONSTANTY A FUNKCE:

[C' f(xo)]/ =C: f/(xo)

DERIVACE SOUCTU A ROZDILU:

[F(x)+g(] = f'(x)+g'(x)

DERIVACE SOUCINU:

[f(x)- 9(x)] = £'(x)-g(x)+ f(x)-g'(x)

DERIVACE PODILU:
(0] _ 00000130’ .
S g e

15
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VZORCE PRO DERIVOVANI:
[Xn:r -n- Xn—l
/
] =e*

[aXT:aX-Ina; a>0,a=1

[unx]f=§; X >0

[Iogax]’= ca>0,a#1 x>0

X-Ina
[sin x]' = cos x

[cosx] =—sinx

1
tox] =———; cosx =0
cos® x
/ .
[cot gx| =——=— sinx=0
sin? x
Véta 1:

Funkce ma v intervalu (a; b)derivaci, jestlize ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a; b).

Véta 2:
Ma-li funkce f ma v bodé X, derivaci, pak je v tomto bodé spojita.

16
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VYUZITI DERIVACE FUNKCE:

V MATEMATICE

e uréovani pribéhu funkci
e sestrojeni grafa
e urceni extrému

V GEOMETRII

e smérnice te¢ny grafu funkce v bodé

VE FYZICE

e 1. derivace drahy podle ¢asu = okamzita rychlost
e 2. derivace drahy podle ¢asu = okamzité zrychleni

Reseny piiklad 5:

Urcete 1. derivace funkci:

h)

2
c) f:y:ﬂ i) f:y:ﬁ

g fry=¥x 1, s
i) f.yzgx +T—6
1
e) fry=—
X
. Kk f:y=(3x-5)-¢"
n fry=—7
) y Ix
5x’ +4
N fry=
g) f:y:_xﬁ 2X—1

17
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Reseni:
a) y=X2
y' =2.x'=2-x
by y=x
y/:7'X6
1
) y=+x=x2
/ 1 _% 1 \/§ \/;
y =X - . =

1
d y=¥x=x3
PN S O O
3 #x2 Ix # 3

€) y=x—15=><‘5
y/:_S.X—G__F
D y=Lox
Jx
yoo-ixz_o_ Lt _ 1 Ix_ ¥
20 2xx WJxo2xX
2 6
=X
9 Y 3
y’:§-6-x5=4x5

18
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7
h) y=7=7x2
y' =-14x7° :—%
X
1
i y=1:2x7E
X
, 1) -3 1 1 1 Jx o Jx
2 X2 \/X_ X-/x x-/x /x X
1 ¢ 5x
—=x%+22 6
Doy= A
y’:1-6 X5 +2.7.x8 ~0
3 2
y' =2x° +=x*=2x° (1+37ij
K y=(3x-5)-¢"
y' =(3x-5) -e* +(3x-5)-(e*f
y' =3-¢* +(3x—5)-e* =e*-(3+3x-5)=e"-(3x-2)
| _5x’ +4
R A |
Ji (5x7 +4) - (2x—1)—(5x” +4)-(2x -1
(2x-1)°
, 35x°-(2x-1)-(5x" +4)-2  70x” ~35x° ~10x" -8 60X —35x° -8
(2x-1)° (2x-1)° (2x-1)°

19
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PRACOVNI LIST C — DERIVACE ZAKLADNI FUNKCE

Priklad 1:

Vypoctéte 1. derivace funkci:

1) f:y=4x’

2) f:y=—

) )

5) fiy=——-——+=—

6) f:y=x>-Inx

1+sinXx
7y fiy=

1-cos X
g f:y- sin x

1+ cos X

20
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9 fry=(x"+1)-(3x" + x> —2x)

10) f:y=sinx-cosx

11) f'y—Xz_1
T x+2
12)f:y:2—§
X
13)f'y—5:1
oX+2
14) f'y—zx_3
' x—-1
x* +3
15) f:y=
2X

21
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16) f-y—xz_1
X241

7 f_y_xz—x—l
oxP+x+1

18) f'y_l-l-i-l-i
ox WIx 3x

19) 1y =3x-/x —x-¥x

20) f:y=

21) f :y:\/;-(sz +3x+5)

22
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cosx—1
22) fry=—
Sin X

23) f :y:x4—3x2+g—2

24) f:y=+/x-3-3x

25) fry= ( )cosx+2xsmx

Priklad 2:
2
X +5x+6
Vypodtéte derivaci funkce f Yy _ X TOXFD ; X#0 vbodé:
X

a) X, =2

b) X,=-3

C) X =0

23
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Priklad 3:

Vypoctéte 2. a 3. derivaci funkci:

a) f:y=x"-3x°

b) f:y=-2x>-3x?

24
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DERIVACE SLOZENE FUNKCE

SloZend funkce: y = \Jtgx y =§/(tgx)’

| |

y=u y=3u?

u =tgx u =tgx

R 4 vnéjsi funkce

Il
—
—
c
~
vy

y = fp(x)]

“A  ynitini funkce

Véta:

Necht funkce @ ma derivaci v bodé X, afunkce f ma derivaci v bodé U, = ¢(X0 ) Pak sloZzena

funkce F:y = f[go(x)] ma derivaci v bodé X, a plati:

F(x)=y" = f'[o(x,)]- ¢ (%)
P

Derivaci vnéjsi funkce vynasobime derivaci vnitrni funkce.

25
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Reseny priiklad 5:

Vypoctéte derivace funkci:

a) f:y:(x2+1)3
by f:y=4(2x*-7
) f:y=In’x

dy f:y=cos’x

e) f:y=sinx®

n fry=sin(3x-2)

Reseni:
a) y:(x +1)3
y' =

. . derivace vnitini funkce
derivace vnéjsi funkce

y =6x(x* +1f

by y=4x —7)=(2¢ -7)s

1 3 6x° 6x° 2x® -7
y' ==(2x*-7) 4 -6x° =
4( ) » 4 2x° —7 4 \/2x - ‘{/(ZX:_7)

+ \
1
. derivace vnitini funkce ey .
rozSifreni zlomku
derivace vnéjsi funkce

S 4flox® -7)

y

26
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~
~

derivace vnitini funkce

derivace vnéjsi funkce

X

d) y=0cos®X
y’ =5-cos* x-(—sinx)

7

A N
1
1
1
1

derivace vnéjsi funkce N

derivace vnitini funkce

y' =-5-sinx-cos* x

e) y=sinx’
y' =cosx®-5x*
A 3

~
1 ~
~
1 ~
~
1 ~
1

derivace vnitfni funkce
derivace vnéjsi funkce

y' =5x*-cos x®

fH y=sin(3x-2)
y’ =cos(3x-2)-3
— ) Y
4

derivace vnitini funkce

derivace vnitni funkce

y’ =3-cos(3x-2)
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PRACOVNI LIST D — DERIVACE SLOZENE FUNKCE

Priklad:

Vypoctéte derivace slozenych funkci:

1) f :y:(x5+2x+1)7

2) friy=2x-41-x?

3) f:y=sinx-cos®x

4) f:y=sinx-cosx?
5) f:y=sin(x’+2x)

6) f:y :sinz(x2 —3x)

7

3
g f :y:(éﬂj
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9) f:y=x-1tg9°x

10) f:y=sin®(5x-3)

11) f :y:(x2 —2)3 -C0S% X

12) f:y=a*

13) f:y= In(x4 —2x)

14) f:y=In’(sinx)

15) f:y=

16) f :y:cos\&

17) f:y=+/cosx

18) f :y=sin2x-cos3x
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19) f:y=tg®2x

20) f:y=x-v1+x°

21) f:y=sin*x—cosx’

22) f:y=cosx-v1+sin®x

. COS X
2 Ty= 2sin? x

30



N L]
* X % i "i"g'if
* * 2 o. V
2 * * Ae v
evropsky X

socialni - MINISTERSTVO $KOLSTVI OP Vzdélavani
fondvCR EVROPSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCHOVY pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Seznam pouzité literatury a internetovych zdrojl

Vyukové materialy a nékteré ulohy a cvi€eni jsou autorsky vytvoreny pro u¢ebni material.

D. HRUBY, J. KUBAT: Matematika pro gymnazia Diferenciaini a integralni pocet. Prometheus, 2006

J. PETAKOVA: Matematika — pFiprava k maturité a k pfijimacim zkouskam na vysoké $koly.
Prometheus, 1998

P. BOUCNIK, J. HERMAN, P. KRUPKA, J. SIMSA: Odmaturuj z matematiky 3. Didaktis 2004

http://cs.wikipedia.org/wiki/Tangens
http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Funci%C3%B3n _inversa.png
http://studentigih.ttweb.sk/zemianek/kosinus.html
http://garaz.autorevue.cz/viewtopic.php?f=819&t=1073058

31


http://cs.wikipedia.org/wiki/Tangens
http://cs.wikipedia.org/wiki/Soubor:Funci%C3%B3n_inversa.png
http://studentigih.ttweb.sk/zemianek/kosinus.html
http://garaz.autorevue.cz/viewtopic.php?f=819&t=1073058

