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DERIVACE A MONOTONNOST FUNKCE

DERIVACE A MONOTONNOST FUNKCE

Rikame, ze funkce f : y= f (X) je monotdénni na celém svém definicnim oboru D( f ) , jestlize je
rostouci VX € D( ) nebo jestiize je klesajici VX € D( ).

PFiklady monotonnich funkci:

a) rostoucich:

b) klesajicich:

=(L/2)*
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U funkci, které nejsou monoténni na celém definiénim oboru, nas zajima, zda jsou monoténni alespori na
¢astech defini¢niho oboru.

Zjisténi monoténnosti funkce tedy znamena, urcit, ve kterych intervalech je dana funkce

f: y= f (X) rostouci a ve kterych intervalech je klesajici. K tomuto Géelu nAm mohou
poslouzit vlastnosti prvni derivace funkce.

/ y =f(x)
i LNy t
i Tl V:T\
A | o) N
X "X1 Xi 1, ix 1 X
0 X2
0<0c<z i <o<ITT
f'(xX)=k =tga >0 f'(X)=k =tga <0
f je rostouci pro f je klesajici pro X € (X1; XZ)
X € (—oo; X,) U (X, ;)

SHRNUTI 1!

1) Jedli f'(XO) >0, pak je funkce f(X) v bodé X, rostouci.
2) Jeli T7(X,) <0, pak je funkce f(X) vbodé X, klesajici.

Jestlize ma funkce f (X) v kazdém bodé intervalu (a; b) kladnou (zapornou) prvni derivaci, pak je
v tomto intervalu rostouci (klesajici).
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Resené priklady:

Priklad 1

Urcete, pro ktera X € D( f) dana funkce f : y= X 1 roste (klesa). (UrCete intervaly
monoténnosti dané funkce.)
Reseni:

1) Ur&ime defini¢ni obor funkce.

D(f)=R

2) Vypocteme prvni derivaci funkce - pouzijeme vzorec pro derivaci podilu dvou funkci

i
g g

(X V00HD) =% (P +1)7 L+ —x-2x  xP4+1-2Xx"
y_(x2+1}_ (X2 +1)? (4D (P41

C1-x2 (1-x)@A+x)
(D (X +)?

Dale miizeme postupovat dvéma riiznymi zplisoby:
1. zpusob:

3) Urcime, pro ktera X € D( f ) je y’> O (funkce roste) a pro ktera je y’< O (funkce klesa).
a) y’> O (funkce roste)
Q@—x)A+x)
(x* +1)?

L-xX)A+x)>0 A (X*+1D)*>0

>0

1-x*>0 A XeR
—X*>-1
x* <1
X <1
x e (-11)
\_ /)
e
X e (-11)

Funkce T roste pro X € (—1;1).
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b) Y <O (funkce klesa)
1- ©a+@
(x* +1)?

1-x)A+x)<0 A (X*+1)*>0

1-x*<0 A XeR

—-x*<-1

x*>1

x| >1

X € (—o0;—1) U (L, 00)

\— /
'

X € (—o0;—1) U (L 00)
Funkce T klesa pro X € (—o0;—1) U (1;0).

4) Vyslovime zavér:

Funkce f roste pro X € (—1;1) :
Funkce T klesa pro X € (—o0;—1) U (1;0) .

2. zpusob:

3) Urcime, pro ktera X € D( f ) je y’> O (funkce roste) a pro ktera je y’< O (funkce klesa).
Vyuzijeme metody nulovych bodu. Vysledek prvni derivace polozime roven nule a nalezneme tzv.

nulové body (body, v nichZ se méni zakfiveni kfivky — viz obrazek vyse)

I-x)A+x)
(x* +1)*

1-x)@+x)=0

zlomek je roven nule, je-li roven nule jeho Citatel

X, =1 v X, = -1 nulové body

Dale pokracujeme jizZ znamou metodou nulovych bodii. (Nakreslime Ciselnou osu; vyznacime
na ni nulové body; nulové body rozdéli Ciselnou osu na jednotlivé intervaly; zvolime libovolné
Cislo (v tomto pfipadé napf. Cislo 0), ale nikoliv krajni body intervalQ; zvolené Cislo dosadime do
vysledku prvni derivace a zjistime, zda vysledkem je kladna nebo zaporna hodnota; nad dany
interval s nami zvolenym Cislem pak napiSeme kladné nebo zaporné znaménko, podle vysledku
vypoctu (po dosazeni zvolené hodnoty 0, jsme ziskali &islo 1, tj. €islo kladné, proto nad prostfedni
interval zapiSeme znaménko +); znaménka v dalSich intervalech vétSinou prostfiddme (hodnotu
prvni derivace mlzeme zjistovat i v kazdém intervalu zvlast, dosazenim libovolného prvku ze
vzniklych intervall do vysledku prvni derivace); na zakladé kladné nebo zaporné hodnoty prvni

4
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derivace urcime, ve kterych intervalech je funkce rostouci y’> Oa ve kterych je klesajici y’< 0

)-

4) Vyslovime zavér podle véty: Je-li y'> 0(k|adné), pak je funkce v daném intervalu rostouci a je-li

y’< 0 (zaporna), pak je funkce v daném intervalu klesajici.

Funkce f roste pro X € (=11).
Funkce f klesa pro X € (—o0;—1) U (L;00).

Priklad 2
Zjistéte, ve kterych intervalech roste a ve kterych klesa funkce f @ y=x*—12x+1.
Reseni:
1) Ur&ime definicni obor funkce.
D(f)=R
2) Vypocteme prvni derivaci funkce — pomoci zakladnich vzorcud pro derivaci funk&niho mnohoclenu.
y'=(X* —12x+1J=3x* =12 =3(x* — 4) = 3(x — 2)(X + 2)
Dale miizeme postupovat opét dvéma riiznymi zpuisoby:

1. zplsob:

3) Urgime, pro ktera X € D( ) je y"> O(funkce roste) a pro ktera je Y < O (funkce klesa).
a) Y> 0 (funkce roste)
3x*-12>0
3x? >12
x> >4
x| >2
X € (—o0;—2) U (2;0)

Funkce f roste pro X € (—o0;—2) U (2;0).
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b) Y <O (funkce klesa)

3x*-12<0
3x* <12

X* <4

x| <2

X e (—=2;2)

Funkce T klesapro X € (—2;2) :

4) Vyslovime zavér:

Funkce T roste pro X € (—00;—2) U (2;0).
Funkce f klesapro X e (—2;2) :

2. zpUsob:

3)

Urcime, pro ktera X € D( f ) je y'> O (funkce roste) a pro ktera je y’< 0 (funkce klesa).

Vyuzijeme metody nulovych bodu. Vysledek prvni derivace poloZime roven nule a nalezneme tzv.
nulové body. Pokracujeme stejnym zplisobem jako v feSeném ptikladu 1.

3(x—2)(x+2)=0

X = 2 v X, = —2 nulové body
y, : + - +
i X i
-2 0 2
4) Vyslovime zavér podle véty: Je-li y'> 0(k|adné), pak je funkce v daném intervalu rostouci a je-li
y'< 0 (zaporna), pak je funkce v daném intervalu klesajici.
Funkce T roste pro X € (—00;—2) U (2;0).
Funkce f klesapro X e (—2;2) :
Priklad 3

1
Ur&ete intervaly monotonnosti funkce f Y = 0 (3x* —4x° —36x?) .

Reseni:

1)

Uréime definiéni obor funkce.

D(f)=R
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2) Vypocteme prvni derivaci funkce — pomoci vzorce pro derivaci (C - f )': c-f"; c—konst.
, 1 4 3 2 1 4 3 oy L 3 2
y=| —(3x" —4x° -36x°) [=—(3x" —4x° —=36X°)'=—(12x" —12x° - 72x) =
40 40 40

=4—0(x — 6x)——x(x —X—6)= —x(x 3)(x+2)

Dale budeme postupovat 2. zplisobem fes$eni.

3) Uréime, pro ktera X € D( f ) je y'> O(funkce roste) a pro ktera je y'< O(funkce klesa).

Vyuzijeme metody nulovych bodu. Vysledek prvni derivace poloZime roven nule a nalezneme tzv.
nulové body. Pokracujeme stejnym zplsobem jako v pfedchozich feSenych prikladech.

3
EX(X—3)(X+2)=O

X, =0 v X,=3 X,=-2 nulové body

’

Yy - + -

-2 0 3 10

4) Vyslovime zavér podle véty: Je-li y'> 0(k|adné), pak je funkce v daném intervalu rostouci a je-li

y'< 0 (zéporna), pak je funkce v daném intervalu klesajici.
Funkce f roste pro X € (—2;0) Y (3; oo) .
Funkce f klesapro X e (—oo;—2) ) (0;3) :

Priklad 4

Ur&ete intervaly monoténnosti funkce f : y=

Reseni:

1) Urc€ime definiéni obor funkce.

x—2#0 = x#2 = D(f)=R-{2}

2) Vypocteme prvni derivaci funkce - pouZijeme vzorec pro derivaci podilu dvou funkci

O
g g
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(X)) (x=2) =X (x=2)  2x-(x=2)—-x*-1 2x*—4x-x*

y_[X—Z}_ (x-2)° - (x—2)° ~ (x=2)?
X —4x _ x(x—4)

(x 2! (x-2)

3) Urcime, pro ktera X € D( f ) je y'> O(funkce roste) a pro ktera je y'< O(funkce klesa).

Vyuzijeme metody nulovych bodu. Vysledek prvni derivace poloZime roven nule a nalezneme tzv.
nulové body. Pokracujeme stejnym zplsobem jako v pfedchozich feSenych prikladech.

x(x—4) . . o

W = zlomek je roven nule, je-li roven nule jeho Citatel; X # 2 (podm.)
X —

X, =0v x,=4 nulové body

Na Ciselné ose vyznacime kromé nulovych bod( derivace také ¢iselnou hodnotu, pro kterou
derivace neexistuje (podminky pro derivaci) i podminku existence dané funkce (krok 1 - D( f )).

Dale pak postupujeme znamymi kroky metody nulovych bodl. Davame si pozor na ziskané
hodnoty derivace v jednotlivych intervalech (znaménka se nestfidaji z ddvodu podminky —
vylou€eni nékterych Ciselnych hodnot z mnoziny realnych Cisel).

’

y: + - - +

0 2 4 10

4) Vyslovime zavér podle véty: Je-li y'> 0(k|adné), pak je funkce v daném intervalu rostouci a je-li

y'< 0 (zaporna), pak je funkce v daném intervalu klesajici.

Funkce T roste pro X € (—o0;0) L (4;00).
Funkce f klesapro X € (0;2) U (2;4).

Ulohy k procviéovani

1) Urgete intervaly monoténnosti funkce f 1y = x* —3X.

2) Urcete intervaly monotonnosti funkce f: y= x® —12x.

3) Urcete intervaly monotonnosti funkce f 1y =3x* —8x® —48x°.
4) Urcete intervaly monoténnosti funkce f: y= x® —10x® + 40x.

5) Urgete intervaly monoténnosti funkce f 1y =3x —Xx°.
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6) Urcete intervaly monoténnosti funkce f: y= x® —x°.
2X
7) Urcete intervaly monotonnosti funkce f: =
X*+1
X
8) Urcete intervaly monoténnosti funkce f: Y= 5
1-x
« . . . . 2
9) Urgete intervaly monoténnosti funkce f Yy =—X"+2x+ 3.

10) Urcete intervaly monoténnosti funkce f:
11) Urcete intervaly monoténnosti funkce f:

12) Urcete intervaly monoténnosti funkce f:

13) Urcete intervaly monoténnosti funkce f:

14) UrCete intervaly monoténnosti funkce f:

y =2x>—-3x°.
y=x>+x"+x+1.
y=(2x+3)(x* +x+1).

1
y=X+-.
X

y=x*—4x®+4x*.

X
15) Urcete intervaly monoténnosti funkce f: y= — A~
X" +2X+9
16) Urdete intervaly monoténnosti funkce f Yy =2x> —15%* + 36X.
X2
17) UrCete intervaly monoténnosti funkce f: y= 5 .
X° -4
X2
18) Urcete intervaly monotonnosti funkce T : Vy=——
X—2
x> -3
19) UrCete intervaly monoténnosti funkce f: y= Pt
X
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